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1 Rappels et Notations

1.1 Rappels

Définition 1 (Noyau). Un noyau est une fonction K : R → R intégrable (K ∈ L1(R)),
d’intégrale égale à 1 :

´
K(u)du = 1.

Définition 2 (Noyau d’ordre l). Soit l ∈ N∗. On dit que K : R → R est un noyau d’ordre
l si pour tout j ∈ {0, ..., l} les fonctions u 7→ ujK(u) sont intégrables telles queˆ

R
K(u)du = 1

ˆ
R
ujK(u)du = 0, ∀j ∈ {1, ..., l}

Définition 3 (Classe de Hölder). ΣI(β,R) = {f : I → R, f (l)existe pour l = ⌊β⌋, |f (l)(x)−
f (l)(y)| ≤ R|x− y|β−l,∀x, y ∈ I}

Définition 4 (Classe de Nikol’ski). Soit β,R ∈ R+∗, on définit la classe de Nikol’ski
N (β,R) comme :

N (β,R) =

{
f ∈ L2(R),∀y ∈ R,

(ˆ
|f ⌊β⌋(x+ y)− f ⌊β⌋(x)|2

)1/2

≤ R|y|β−⌊β⌋, ∥f ⌊β⌋∥ ≤ R

}
On peut voir cette classe une version intégré de la classe de Hölder.

Définition 5. On note ˆ̄FY (x) =
1
n

∑n
i=1 1{Yi≥x}

Définition 6 (Inégalité de Young). Soit f une fonction de Lp(R) et g une fonction de
Lq(R). Soit p, q, r ∈ [1,+∞] tels que

1

p
+

1

q
= 1 +

1

r

Alors on a
∥f ⋆ g∥ ≤ ∥f∥p∥g∥g

En particulier, si p = 1, r = q = 2, on a

∥f ⋆ g∥2 ≤ ∥f∥1∥g∥2 (1)

Théorème 1 (Talagrand). Soit X1, ..., Xn des variables aléatoires indépendantes à valeur
dans un espace Ξ mesurable. Soit F un espace dénombrable de fonctions mesurables de
Ξ dans R. On définit pour tout ψ ∈ F ,

νn(ψ) =
1

n

n∑
i=1

(ψ(Xi)− E[ψ(Xi)]).

En supposant qu’il existe trois constantes positives M , H et v telles que

sup
ψ∈F

∥ψ∥∞ ≤M, E[sup
ψ∈F

|νnψ|] ≤ H, sup
ψ∈F

1

n

n∑
i=1

Var[ψ(Xi)] ≤ v
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alors, pour tout α > 0,

E

[(
sup
ψ∈F

|νn(ψ)|2 − 2(1 + 2α)H2

)
+

]
≤ 4

a

(
v

n
exp

(
−aαnH

2

v

)

+
49

aC2(α)

M2

n2
exp

(
−
√
2aC(α)

√
α

7

nH

M

))

avec C(α) = (
√
1 + α− 1) ∧ 1 et a = 1/6.

1.2 Notations

— Norme p : ∥f∥p =
´
|f(x)|pdx. On notera ∥.∥ la norme euclidienne.

— Produit de convolution : f ⋆ g(x) =
´
f(x− u)g(u)du

— Pour tout h > 0 et K, un noyau, on note Kh(u) =
1
h
K(u

h
)
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2 Contexte

L’article [2] propose d’étudier le modèle dit de censure multiplicative (”multiplicative
censoring model”) définit par

Yi = XiUi, i = 1, ..., n (2)

où Xi, i = 1, ..., n sont des réels indépendant et identiquement distribué dont la densité f
et la fonction de répartition F sont inconnues et où les Ui, i = 1, ..., n sont des variables
aléatoires i.i.d suivant une loi uniforme sur [0, 1]. Ce modèle est dit modèle de censure
multiplicative car les X sont ”censuré” par une variable aléatoire U indépendante. On
parle également de shrinkage censoring model. Les auteurs proposent donc des estimateurs
des fonctions de densité f et de survie F̄ (x) = 1−F (x) basés sur les méthodes d’estimation
à noyau largement étudiées dans [4].

L’ensemble des méthodes étudiées reposent sur la relation entre les fonctions de densité
fY et de survie F̄Y = 1− FY des Yi et celles de Xi :

F̄Y (y) + yfY (y) = F̄ (y),∀y ∈ R (3)

Cela se montre facilement en utilisant la proposition 1, en particulier le fait que

∀y ∈ R, fY (y) =
ˆ +∞

y

f(x)

x
1y≥0dx+

ˆ y

−∞

f(x)

|x|
1y<0dx

Ainsi on a pour y ≥ 0

F̄Y (y) =

ˆ +∞

y

fY (z)dz =

ˆ +∞

y

ˆ +∞

z

f(x)

x
dxdz =

ˆ (ˆ y

x

dz

)
f(x)

x
1y≤xdx

=

ˆ +∞

y

f(x)dx− y

ˆ +∞

y

f(x)

x
dx = F̄ (y)− yfY (y) par (1)

et pour y < 0

FY (y) =

ˆ y

−∞
fY (z)dz =

ˆ (ˆ y

x

dz

)
f(x)

|x|
1x≤ydx

= yfY (y) + F (y)

On retrouve donc bien (3). La propriété suivante découle immédiatement :

Propriété 1. Soit t : R → R une fonction bornée et dérivable telle que t′ ∈ L2(R).
Supposons que E[|X|] < +∞, alors

E[t(Y ) + Y t′(Y )] = E[t(X)] (4)

Cette relation nous permet d’obtenir de simples estimateurs des fonctions de survie
et de densité F̄ et f en apportant une correction au données Y .
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Définition 7 (Estimateur à noyau). Soit K : R 7→ R un noyau. L’estimateur de la
fonction de survie F̄ (x) est définit par :

ˆ̄F (x) =
1

nh

n∑
i=1

(ˆ
K(

u− x

h
)1{Yi≥u}du+ YiK(

Yi − x

h
)

)
= Kh ⋆

ˆ̄FY (x) +
1

n

n∑
i=1

YiKh(Yi − x)

Celui de de la densité f(x) est définit par :

f̂(x) =
1

n

n∑
i=1

(YiK
′
h(Yi − x) +Kh(Yi − x))

On remarquera que l’estimateur de la densité de X découle assez directement de la
propriété (1).

Les auteurs de [2] proposent dans un second temps des estimateurs spécifiques pour
le cas où les Xi sont non-négatifs permettant d’éviter les effets de bord proche de 0, à
savoir les convolution power kernel présentés dans [1]. On définit pour cela pour k une
densité sur R+ d’espérance 1 et Km la densité de 1

m

∑m
i=1Ei avec Ei i.i.d de densité k

telle que
km(u) = mk⋆m(mu)

où k⋆m = k ⋆ ... ⋆ k m fois. On note de plus la transformée de fourrier de km la fonction
k∗m telle que

k∗m(t) = (k∗(
t

m
))m, t ∈ R.

Pour α1, ..., αL des réels tels que
∑L

j=1 αj = 1, k(1), ..., k(L) des densités sur R+ d’espérance
1, on définit le noyau par puissance de convolutive (convolution power kernel ou CPK )
par

Km =
L∑
j=1

αjk
(j)
m

On peut donc désormais définir les estimateurs de la fonction de densité

f̃m(x) =
1

nx

n∑
i=1

[
Km

(
Yi
x

)
+
Yi
x
K ′
m

(
Yi
x

)]
et de la fonction de survie

˜̄Fm(x) =
1

x

ˆ
R+

Km

(u
x

)
ˆ̄FY (u)du+

1

nx

n∑
i=1

YiKm

(
Yi
x

)
.

Les auteurs fournissent des propriétés théoriques de l’estimateur de la fonction de
survie que nous n’étudierons pas dans ce rapport.
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3 Propriétés théoriques

Nous nous proposons dans cette section d’étudier les principaux résultats théoriques
pour les estimateurs définit dans (7), i.e. les erreurs quadratique moyenne ponctuelles
(voir Proposition (2)) et intégré (voir Proposition (3)) ainsi que l’estimation des risques
pour l’estimation adaptative de h par la méthode de Lepski (voir Théorème (2)).

Nous montrons dans un premier temps un résultats théorique préliminaire nécessaire
pour la relation (3).

Proposition 1 (Densité du produit de deux variables indépendantes). Soit Z = XY
une variable aléatoire avec X et Y deux variables aléatoires indépendantes de densités de
probabilité respectives fX et fY . Alors la densité de probabilité de Z est donnée par :

fZ(z) =

ˆ
R

1

|x|
fX(x)fY (z/x)dx (5)

Démonstration. Soit FZ la fonction de répartition de Z. Par définition, on a

FZ(z) = P(Z ≤ z)

= P(XY ≤ z)

= P(XY ≤ z|X ≥ 0) + P(XY ≤ z|X < 0) car X indépendant de Y

= P(Y ≤ z/X|X ≥ 0) + P(Y ≤ z/X|X < 0)

=

ˆ
R+

fX(x)

ˆ z/x

−∞
fY (y)dydx+

ˆ
R−

fX(x)

ˆ +∞

z/x

fY (y)dydx

En dérivant par rapport à z on obtient

fZ(z) =

ˆ
R+

fX(x)fY (z/x)
1

x
dx−

ˆ
R−

fX(x)fY (z/x)
1

x
dx

=

ˆ
R

1

|x|
fX(x)fY (z/x)dx

Nous pouvons désormais étudier le risque ponctuel des estimateurs de la densité et
de la fonction de survie. Considérons les hypothèse suivante

1. K est bornée

2. K est pair avec limu→+∞K(u) = 0, K dérivable, K ′ intégrable

3.
´
(K ′(u))2du < +∞

4.
´
|u|(K ′(u))2du < +∞

Proposition 2 (Risque carré moyen ponctuel). Supposons E[|X1|] < +∞. Soit x0 ∈ R.
Supposons que f est Hölder pour I un voisinage de x0, i.e. f ∈ ΣI(β,R). Si le noyau
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K est d’ordre l + 1 avec l = ⌊β⌋ et
´
|u|β+1|K(u)|du < +∞ alors si l’hypothèse (1) est

satisfaite, le risque quadratique ponctuel de l’estimateur de la fonction de survie satisfait

E[(ˆ̄Fh(x0)− F̄ (x0))
2] ≤ C2

1h
2(β+1) +

C2

nh
+
C3

n
(6)

Plus particulièrement, en x0 = 0, on a

E[(ˆ̄Fh(0)− F̄ (0))2] ≤ C2
1h

2(β+1) +
C4

n
(7)

avec C1 = R
(l+1)!

´
|u|β+1|K(u)|du, C2 = 2E[|X1|]∥K∥2, C3 = 2∥K∥2 et C4 = 2∥K∥2 +´

|u|K2(u)du. Si le noyau K est d’ordre l avec l = ⌊β⌋ et
´
|u|β|K(u)|du < +∞ et que de

plus les hypothèses (2) et (3) sont vérifiées, le risque quadratique ponctuel de l’estimateur
de la densité satisfait

E[(̂fh(x0)− f(x0))
2] ≤ C2

5h
2β +

C6

nh3
(8)

Plus particulièrement, en x0 = 0, sous les hypothèses (2), (3) et (4) on a

E[(̂fh(0)− f(0))2] ≤ C2
5h

2β +
C7

nh2
(9)

Si E[1/X] = ∥fY ∥∞ < +∞, sous les hypothèses (2) et (3) on a

E[(̂fh(0)− f(0))2] ≤ C2
5h

2β +
C8

nh
(10)

avec C5 =
R
l!

´
|u|β|K(u)|du, C6 = 2(E[|X1|]∥K ′∥2+∥K∥2∞), C7 = ∥K∥∞+

´
|u|K ′(u)2du

et C8 = ∥f∥∞∥K∥2 + ∥fY ∥∞
´
u2K ′(u)2du.

Démonstration. Commençons par étudier le risque quadratique ponctuel de f̂h. Pour
tout x0 ∈ R, on a

E[̂fh(x0)] = E[
1

n

n∑
i=1

(YiK
′
h(Yi − x0) +Kh(Yi − x0))]

= E[Y1K ′
h(Y1 − x0) +Kh(Y1 − x0))] car les Yi sont i.i.d

= E[Kh(X1 − x0)] par (4)

=

ˆ
Kh(y − x0)f(y)dy

= Kh ⋆ f(x0) =: fh(x0)

Ainsi f̂h est un estimateur sans biais de fh. On a donc

E[(̂fh(x0)− f(x0))
2] = (f(x0)− fh(x0))

2 +Var[̂fh(x0)]
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Estimation du terme de biais de f̂h :

fh(x0)− f(x0) =
1

h

ˆ
K(

y − x0
h

)f(y)dy − f(x0)

=
1

h

ˆ
K(

y − x0
h

)(f(y)− f(x0))dy

=

ˆ
K(u)(f(x0 + uh)− f(x0))dy en posant u =

y − x0
h

Par un développement de Taylor-Young de f(x0 + uh) on obtient

f(x0 + uh) = f(x0) + uhf ′(x0) + ...+
(uh)l

l!
f (l)(x0 + τuh) (11)

avec 0 ≤ τ ≤ 1. Or K est d’ordre l = ⌊β⌋ et on a donc

fh(x0)− f(x0) =

ˆ
K(u)

(uh)l

l!
f (l)(x0 + τuh)du

=

ˆ
K(u)

(uh)l

l!
f (l)(x0 + τuh)du−

ˆ
K(u)

(uh)l

l!
f (l)(x0)du car K d’ordre l

=
hl

l!

ˆ
K(u)ul(f (l)(x0 + τuh)− f (l)(x0))du

En passant à la valeur absolue on obtient,

| f̂h(x0 − f(x0)| ≤
hl

l!

ˆ
|K(u)||u|l|f (l)(x0 + τuh)− f (l)(x0)|du

≤ Rhl

l!

ˆ
|u|l||K(u)||τuh|β−ldu

=
Rhβ

l!

ˆ
|u|β||K(u)||τ |β−ldu

Et on a finalement,

(̂fh(x0)− f(x0))
2 ≤ h2β

(
R

l!

ˆ
|u|β|K(u)|du

)2
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Etudions désormais le terme de variance ponctuelle de f̂h :

Var[̂fh(x0)] = Var[
1

nh

n∑
i=1

(
Yi
h
K ′(

Yi − x0
h

) +K(
Yi − x0
h

))]

≤ 1

nh2
Var[

Yi
h
K ′(

Y1 − x0
h

) +K(
Y1 − x0

h
)] car les Yi sont i.i.d

=
1

nh2
(E[

Y 2
1

h2
(K ′(

Y1 − x0
h

))2 +
Y 2
1

h
K ′(

Y1 − x0
h

)K(
Y1 − x

h
) +K2(

Y1 − x0
h

)])

=
1

nh2
(E[

Y 2
1

h2
(K ′(

Y1 − x0
h

))2] + E[K2(
X1 − x0

h
)]) Par (4) (12)

Or on peut majorer chacun des deux termes comme suit :

E[K2(
X1 − x0

h
)] =

ˆ
K2(

y − x

h
)f(y)dy

≤ min{h∥f∥∞
ˆ
K2(u)du, ∥K∥2∞

ˆ
f(y)dy} en posant u =

y − x

h

= min{h∥f∥∞∥K∥2, ∥K∥2∞}

E[Y 2
1 (K

′(
Y1 − x0

h
))2] ≤ E[|X1|]

ˆ
(K ′(

y − x

h
))2dy par lemme

= hE[|X1|]
ˆ
(K ′(u))2du en posant u =

y − x

h

= hE[|X1|]∥K ′∥2

On obtient finalement

Var[̂fh(x0)] ≤
1

nh3
E[|X1|]∥K ′∥2 + 1

nh2
min{h∥f∥∞∥K∥2, ∥K∥2∞}

Dans le cas où x0 = 0, on a :

E[Y 2
1 (K

′(
Y1 − x0

h
))2] =

ˆ
(x0 + uh)(K ′(u))2fY (x0 + uh)hdu

≤ h

ˆ
|x0 + uh|(K ′(u))2du car |zfY (z))| ≤ 1,∀z ∈ R

≤ h2
ˆ

|u|(K ′(u))2du pour x0 = 0

Ainsi,

Var[̂fh(0)] ≤
∥K∥∞ +

´
|u|(K ′(u))2du

nh2
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Par ailleurs, pour fY bornée et si
´
u2(K ′(u))2du < +∞ on obtient alors :

E[Y 2
1 (K

′(
Y1 − x0

h
))2] ≤ h3∥fY ∥∞

ˆ
u2(K ′(u))2du

Et on obtient pour ∥f∥ < +∞

Var[̂fh(0)] ≤
∥f∥∞∥K∥2 + ∥fY ∥∞

´
u2(K ′(u))2du

nh

Etudions maintenant le risque quadratique ponctuel de l’estimateur de la

fonction de survie ˆ̄Fh. Pour tout x0 ∈ R on a :

E[ˆ̄Fh(x0)] = E
[ˆ

Kh(u− x0)1Y1≥udu+ Y1Kh(Y1 − x0)

]
car les Yi sont i.i.d

=

ˆ ˆ
Kh(u− x0)1y≥ufY (y)dudy +

ˆ
yKh(y − x0)fY (y)dy

=

ˆ
Kh(u− x0)

ˆ
fY (y)1y≥udydu+

ˆ
yKh(y − x0)fY (y)dy

=

ˆ
Kh(u− x0)F̄Y (u)du+

ˆ
yKh(y − x0)fY (y)dy

= F̄ ⋆ Kh(x0) =: F̄h(x0)

Donc ˆ̄Fh est un estimateur sans biais de F̄h et on a

E[(ˆ̄Fh(x0)− F̄ (x0))
2] = (F̄ (x0)− F̄h(x0))

2 +Var[ˆ̄Fh(x0)]

Pour majorer le terme de biais on utilisera donc la même méthode que pour l’es-
timation du biais de f̂h mais avec un développement de Taylor-Young à l’ordre l + 1
et on obtient ainsi :

(F̄ (x0)− F̄h(x0))
2 ≤ h2(β+1

(
R

(l + 1)!

ˆ
|u|β+1|K(u)|du

)2

Pour le terme de variance on a :

Var[ˆ̄Fh(x0)] ≤
2

nh2

(
E
[ˆ

Kh(u− x)1Y1≥udu

]2
+ E[Y 2

1 K
2
h(Y1 − x)]

)
car Var[X] ≤ E[X2]

(13)

Pour le terme de droite on a

E[Y 2
1 K

2
h(Y1 − x)] ≤ E[X2

1K
2(UX − x)]

≤ hE[|X1|]∥K∥2

10



Pour le terme de gauche

E
[ˆ

Kh(u− x)1Y1≥udu

]2
≤
[ˆ

|Kh(u− x)|du
]2

≤ h2∥K∥2

Ainsi, finalement

Var[ˆ̄Fh(x0)] ≤
2

n
∥K∥2 + 2

nh
E[|X1|]∥K∥2

Proposition 3 (Risque carré moyen intégré). Supposons E[X2
1 ] < +∞. Si f est de carré

intégrable sur R, i.e. f ∈ L2(R) et sous les hypothèses (2) et (3) on a

E[∥ f̂h−f∥2] ≤ ∥f − fh∥2 +
∥K∥2

nh
+

E[Y 2
1 ]∥K ′∥2

nh3
(14)

Si par ailleurs X est positif, F̄ ∈ L2(R+) et K est à support compact dans [−1, 1]
alors ∀h ≤ 1

E[
ˆ
R+

(ˆ̄Fh(x)− F̄ (x))2dx] ≤
ˆ
R+

(F̄h(x)− F̄ (x))2dx+
2E[Y 2

1 ]∥K∥2

nh
+

2E[Y1 + 1]∥K∥21
n

(15)

Démonstration. Par la décomposition biais variance, nous avons pour le risque carré
moyen intégré de la densité, pour tout x0 ∈ R :

E[∥ f̂h −f∥2] ≤ ∥f − fh∥2 +
ˆ
R
Var[̂fh(x0)]dx0

Ainsi en intégrant (12) on obtient :

ˆ
R
Var[̂fh(x0)]dx0 ≤

1

nh2

(
E
[ˆ

R

Y 2
1

h2
(K ′(

Y1 − x0
h

))2dx0

]
+ E

[ˆ
R
K2(

X1 − x0
h

)dx0

])
≤ 1

nh2

(
E
[
Y 2
1

h

ˆ
R
(K ′(u))2du

]
+ E

[ˆ
R
K2(v)dv

])
avec u =

Y1 − x0

h
et v =

X1 − x0

h

≤ E[Y 2
1 ]∥K ′∥2

nh3
+

∥K∥2

nh

De la même façon, on utilise la décomposition biais variance pour le risque carré
moyen intégré de la fonction de survie. En intégrant (13) on obtient :

ˆ
R
Var[ˆ̄Fh(x0)]dx0 ≤

2

nh2

(ˆ
R+

E
[ˆ

K(
u− x0
h

)1Y1≥udu

]2
dx0 + E

[
Y 2
1

ˆ
R+

k2(
Y1 − x0

h
)dx0

])

On majore facilement le terme de droite par un changement de variable en posant

11



u = Y1−x0
h

et on a alors

E
[
Y 2
1

ˆ
R+

k2(
Y1 − x0

h
)dx0

]
=

2

nh
∥K∥2E[Y 2

1 ]

Pour le terme de gauche, on obtient en utilisant le fait que K est à support compact
sur [−1, 1], u ∈ [x− h, x+ h] ∈ [−1,+∞] pour x ∈ R+ et h ≤ 1 on obtient que

ˆ
R+

E
[ˆ

K(
u− x0
h

)1Y1≥udu

]2
dx0 = E

[ˆ
R

ˆ
(Kh(u− x0)1Y1≥u1u≥−1du

]
dx0

= E[∥Kh ⋆ gY1∥2] avec gY1 = 1Y1≥u1u≥−1

≤ E[∥K∥21∥gY1 ]∥2] Par l’inégalité de Young (6)

Or ∥gY1∥2 =
´
1
2
u≤Y11

2
u≥−1du =

´ Y1
−1
du = Y1 + 1 et on a finalement

ˆ
R
Var[ˆ̄Fh(x0)]dx0 ≤

2

n
∥K∥1E[Y1 + 1] +

2

nh
∥K∥2E[Y 2

1 ]

Et on retrouve donc bien (15).

Il serait possible comme cela est fait dans [6] d’évaluer le biais en utilisant les classes
de régularité de Nikol’ski (voir 4). Mais comme cela est rappelé dans [2], la régularité des
fonctions estimées étant inconnue, il semble préférable d’utiliser une méthode adaptative
(ici la méthode de Lepski développée dans [4]) menant à une borne du risque intégré
non-asymptotique. Pour cela on définit

f̂h,h’(x) = Kh′ ⋆ f̂h(x) , et ˆ̄Fh,h’(x) = Kh′ ⋆
ˆ̄Fh(x)

Remarquons que commeKh⋆Kh′ = Kh′ ⋆Kh on a f̂h,h’ = f̂h′,h et
ˆ̄Fh,h’ =

ˆ̄Fh′,h. On parcourt
ainsi Hn, un ensemble fini de fenêtre et on choisit

ĥ = argminh∈Hn
(A(h) + V (h)) et h∗ = argminh∈Hn

(B(h) +W (h)) (16)

avec

A(h) = sup
h′∈Hn

(∥f̂h′ − f̂h,h’ ∥2 − V (h′))+ et B(h) = sup
h′∈Hn

(∥ ˆ̄Fh′ − ˆ̄Fh,h’ ∥2 −W (h′))+

V (h) = κ1∥K∥1
(
∥K∥2

nh
+

E[Y 2
1 ]∥K ′∥2

nh3

)
et W (h) = κ2∥K∥21

E[Y 2
1 ]∥K∥2

nh
(17)

Théorème 2. Supposons que f appartient à L2(R), E[X8
1 ] < +∞ et Hn est tel que

1. Card(Hn) ≤ n,

2. ∀a > 0,∃Σ(a) > 0 tel que
∑

h∈Hn
h−2exp(−a/h) < Σ(a) <∞ ,

3. ∀Hn,
1
nh3

≤ 1 .

Alors, en supposant que
´
|K ′(u)|du < +∞ et que

´
|u|(K ′(u))2du < +∞, il existe

une constante κ1 dans V (h) définit par (17) telle que

12



E[∥f̂ĥ − f∥2] ≤ c inf
h∈Hn

(∥K∥21∥f − fh∥2 + V (h)) +
c′

n
(18)

Où c est une constante et c′ dépend de K et fY .
Si par ailleurs X est positive, F̄ ∈ L2(R+), Hn satisfait (1.) et (2.) et K à support

compact sur [−1, 1], alors il existe une constante κ2 définit par (17) telle que

E[
ˆ
R+

( ˆ̄Fh∗(x)− F̄ (x))2dx ≤ c1 inf
h∈Hn

(∥K∥21
ˆ
R+

(F̄h(x)− F̄ (x))2dx+W (h)) +
c′1
n

(19)

où c1 est une constante et c′1 dépend de K et fY .

Démonstration. Commençons par décomposer le risque à l’aide de Cauchy-Schwarz.
Pour tout h, h′ ∈ Hn, on a :

∥f̂ĥ − f∥ ≤ 3∥f̂ĥ − f̂h,ĥ∥
2 + 3∥f̂h,ĥ − f̂h ∥2 + 3∥ f̂h −f∥2

≤ 3(A(h) + V (ĥ)) + 3(A(ĥ) + V (h)) + 3∥ f̂h−f∥2

Car par définition de A(h),

∀h, h′ ∈ Hn, ∥ f̂h,h’ −fh′∥ ≤ A(h) + V (h′)

∀h ∈ Hn, A(ĥ) + V (ĥ) ≤ A(h) + V (h)

Donc
∥f̂ĥ − f∥ ≤ 6A(h) + 6V (h)3∥ f̂h−f∥2

Ainsi on a
E[∥f̂ĥ−f∥

2 ≤ 3E[∥ f̂h −f∥2] + 6E[A(h)] + 6V (h)

Le terme de gauche est contrôlé par (14) et le terme de droite est déterministe. Nous
nous intéressons donc seulement à E[A(h)]. Notons fh(x) = E[f̂h(x)] et fh,h′(x) =

E[̂fh,h’(x)]

A(h) ≤ 5 sup
h′∈Hn

{
∥f̂ (1)

h′ − f
(1)
h′ ∥ − V (h′)/10

}
+
+ 5 sup

h′∈Hn

{
∥f̂ (1)

h,h′ − f
(1)
h,h′∥ − V (h′)/10

}
+

+ 5 sup
h′∈Hn

{
∥f̂ (2)

h′ − f
(2)
h′ ∥
}
+ 5 sup

h′∈Hn

{
∥f̂ (2)

h,h′ − f
(2)
h,h′∥

}
+ 5 sup

h′∈Hn

{
∥f̂h′ − fh,h′∥

}
=: 5(T1 + T2 + T3 + T4 + T5)

Les termes T3 et T4 sont bornés en utilisant les hypothèses (1), (2) et (3). On a en
particulier T3 ≤ C(K)nE[|Y1|2+p/cpn],∀p > 0 avec C(K) une constante dépendant de
K. Finalement Par l’inégalité de Young (6) avec p = 1, q = r = 2 et avec ∥Kh′∥ =

13



∥K∥1 on obtient pour T5 :

T5 = sup
h′∈Hn

{
∥f̂h′ − fh,h′∥

}
= sup

h′∈Hn

{
∥Kh′ ⋆ (f −Kh ⋆ f)∥2

}
≤ ∥K∥21∥f −Kh ⋆ f∥2.

Pour T1 :

T1 = sup
h′∈Hn

{
∥f̂ (1)

h′ − f
(1)
h′ ∥ − V (h′)/10

}
+

≤
∑
h∈Hn

{
∥f̂ (1)

h − f
(1)
h ∥ − V (h)/10

}
+
.

Notons que

∥f̂ (1)
h − f

(1)
h ∥2 = sup

t∈L2(R),∥t∥=1

< f̂h
(1)

−f (1)
h , t >2

= sup
t∈B(1)

< f̂h
(1)

−f (1)
h , t >2

=: sup
t∈B(1)

νn,h(ψt)
2

où B(1) est une famille dénombrable dense de fonctions t ∈ L2(R) et telles que ∥t∥ = 1
et νn,h(ψt) est le processus empirique centré νn,h(ψt) = 1

n

∑n
i=1[ψt(Yi) − E[ψt(Yi)]]

avec :

ψ(t) :=

ˆ
((y/h2)K ′((y − x)/h) + (1/h)K((y − x)/h))1|y|≤cnt(x)dx

= [yK ′ ⋆ t(y) +Kh ⋆ t(y)]1|y|≤cn

Ainsi on peut majorer E[T1] tq :

E[T1] ≤
∑
h∈Hn

E[{ sup
t∈B(1)

ν2n,h(ψ(t))− V (h)/10}+]

On peut désormais appliquer le Théorème de Talagrand pour majorer cette espérance.
Il nous faut pour cela calculer H,M et v. Pour M on a :

sup
t∈B(1)

∥ψt∥∞ ≤
√
2

h
sup
u∈R

[ˆ
c2n
h2

(
K ′(

u− x

h
)

)2

+K2(
u− x

h
)dx

]1/2

≤
√
2

h

[
c2n
h
∥K∥2 + h∥K∥2

]1/2
≤ C(K)

cn
h3/2

:=M

14



On remarquera que H2 = V (H)/κ1 convient. On cherche enfin un v qui convient. On
peut dans un premier temps majorer la variance par l’espérance au carré pour avoir :

sup
t∈B(1)

Var[ψt(Y1)] ≤ sup
t∈B(1)

E[ψ2
t (Y1)]

avec
ψ2
t (y) = [y2(K ′

h ⋆ t)(y) + (y(Kh ⋆ t)
2(y))′]1|y|≤cn .

En utilisant la Proposition (1), on obtient

E[ψ2
t (Y1)] ≤ E[Y 2

1 (k
′
h ⋆ t)

2(Y1)] + E[(Hh ⋆ t)
2(X1)].

Pour le terme de gauche, on utilise l’inégalité de Young (voir (6)) :

E[Y 2
1 (k

′
h ⋆ t)

2(Y1)] ≤ E[|X1|]∥K ′
h ⋆ t∥2

≤ E[|X1|]∥K ′∥21∥t∥2 = E[|X1|]
∥K ′∥21
h2

car ∥t∥ = 1

Pour le terme de droite on utilise l’inégalité de Young à deux reprises, avec dans un
premier temps (*) p = q = 2 et r = ∞ puis dans un second temps (**) avec p = 1 et
q = r = 2 :

E[(Hh ⋆ t)
2(X1)] =

ˆ
(Kh ⋆ t)

2(x)f(x)dx

≤ ∥Kh ⋆ t∥∞∥Kh ⋆ t∥∥f∥ par inégalité de Young (*)

≤ ∥Kh∥∥t∥∥K∥1∥t∥∥f∥ par inégalité de Young (**)

=
∥K∥∥K∥1
h1/2

∥f∥.

Ainsi on trouve v = c(K, f)/h2 avec c(K, f) = ∥K ′∥21E[|X1|] + ∥K∥1∥K∥∥f∥. Le
théorème de Talagrand donne finalement, en prenant κ1 = 30 et ϵ = 1/2 :

E[{ sup
t∈B(1)

ν2n,h(ψt)− V (h)/10}+] ≤
C1

n
(
1

h2
exp(−C2/h) +

c2n
nh3

exp(−C3

√
(n)

cn
))

Sous les hypothèse (2) et (3) on a 1
nh3

≤ 1,
∑

h∈Hn
h−2 exp(−C2/h) < Σ(C2) < ∞ et

Card(Hn ≤ n). Ainsi en choisissant cn = C3

√
(n)/(4 log(n)), on obtient E[T1] ≤ c/n.

On effectue la même procédure pour le second terme avec un facteur ∥K∥21 du fait
d’une application de l’inégalité de Young supplémentaire. On obtient finalement un
ordre de 1/n en choisissant p = 6 si E[X8

1 ] < +∞. On retrouve donc bien (18).

La preuve de (19) suit globalement les même étapes de calcul, nous ne la détaillerons
pas ici.
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4 Discussion

Nous avons étudié dans ce rapport l’estimation de fonctions de densité et de survie
dans le cadre du modèle de multiplicative censoring et nous avons pu observé que les
méthodes employées sont dans l’ensemble similaires à celles utilisées pour l’estimation de
densité par méthodes à noyau du cours [3]. Il est intéressant de voir comment une méthode
découlant naturellement d’une généralisation des estimateurs par histogramme pour la
fonction de répartition (proposé par Rosenblatt en 1956 dans [5]) s’applique également
pour l’estimation de fonction de survie et de densité, y compris dans le cas d’un modèle
bruité du type multiplicative censoring model.

Il semble, par ailleurs, que le livre de Tsybakov [6] fournisse un ensemble d’outils
très généraux permettant l’estimation de divers fonctions décrivant le comportement de
variables aléatoires de loi inconnue à l’aide de méthodes à noyaux. La méthode de Lepski
[4] permet de plus de rendre ces estimateurs adaptatif en sélectionnant une fenêtre h
optimale parmis un ensemble de fenêtres Hn et s’appliquent parfaitement dans le cadre
du multiplicative censoring model.

Les résultats pratiques obtenus par les auteurs semblent de plus confirmer l’intérêt
de la méthode de Lepski qui semble plus efficace pour estimer la fenêtre ĥ optimale pour
l’estimateur de la fonction de densité que la méthode par validation croisée qui montre
des résultats globalement moins pertinent. Nous pouvons également noter que la méthode
CPK semble plus performante que la méthode de Lepski pour l’estimation de la fonction
de survie proche de 0 mais est en revanche plus coûteuse en temps de calcul.

On notera que les hypothèses permettant d’obtenir les majorations de la MSE et
de la MISE sont relativement faible et qu’elle conviennent à une diversité de noyau, en
particulier elles conviennent pour les noyaux gaussiens.

On remarquera par contre que la variance de l’estimateur de la fonction de densité
fait apparâıtre un terme en O(1/(nh3) qui peut vite prendre de grandes valeurs pour h
trop petit.

Enfin nous relevons le fait que les convergences L1 et Lp pour p > 2 ne sont pas
étudiées dans l’article [2] ce qui pourrait être l’objectif de travaux futurs.
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